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動的陽解法による不連続体解析手法の開発 
 
DEVELOPMENT OF DISCONTINUOUS ANALYSIS TECHNIQUE 
BASED ON THE DYNAMIC EXPLICIT METHOD 
 
八木唯夫 
Tadao YAGI  
主査 竹内則雄   副査 吉田長行・酒井久和・寺田賢二郎  
 
法政大学大学院デザイン工学研究科システムデザイン専攻博士課程 
 
This paper proposes an explicit dynamic model to solve sequentially large deformation behavior; this model 
is expanded to include the rigid bodies–spring model (RBSM) that is suitable for analysis of progressive failures. 
First, we define RBSM based on the hybrid principle of virtual work, and then, we describe a new RBSM 
approach for the contact mechanism and friction characteristics. Since the approach is similar to the distinct 
element method, it is possible to explain the behavior of the failure mechanism after the formation. Finally, to 
confirm the applicability of an explicit dynamic method for discontinuous analysis, we evaluate the dynamic 
behavior in some numerical examples.  
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１． はじめに 
 不連続体は，石積みなどのブロック構造のように，離
散的な固体が集まって構成されているものと，元は連続
体であった固体や構造体内に外力の作用によって塑性や
クラックなどの破壊が発生し，それらが進行してメカニ
ズムを形成した後，流動状態，すなわち，不連続体とな
るものの 2 通りに分類される．前者の場合であれば，個
別要素法（DEM : Distinct Element Method）[1]-[3]や不連
続変形法（DDA : Discontinuous Deformation Analysis）
[4]-[6]が有力なシミュレーション手法である． 
一方，最近，防災・減災などの観点から，壊れる前の
状態から，壊れた後の状態までを 連続的にシミュレーシ
ョンするマルチステージ破壊シミュレーション (MFS : 
Multistage Failure Simulation)が着目されている．しかし，
現在のところ，連続体から不連続体まで， 同一の理論に
基づき，一貫して解析する手法はなく，例えば，結合有
限要素－個別要素法(CFDEM : Combined FEM/DEM) 
[7]-[9]のように，幾つかの異なった解析手法を結合する
方法が提案されている． 
本研究は，このような現状において，ハイブリッド型
仮想仕事の原理に基づくハイブリッド型ペナルティ法 
(HPM : Hybrid-type Penalty Method) [10][11]を基礎とし
て，連続体から不連続体までを一貫してシミュレーショ
ンするための統一的な理論展開を示しており，MFS 手法
を開発するための一つの考え方を提案している．破壊の
順序で考えた時，弾塑性解から極限値を得るところまで
は HPM をそのまま適用する．その先の崩壊が始まる初期
流動では，せん断すべりの影響が懸念されるが，DEM を
適用するとそうした影響を十分に評価することができな
い．そこで剛体変位場を仮定した HPM，すなわち修正
RBSM[12]を拡張し，DEM 的アルゴリズムを適用するこ
とで，逐次的な崩壊挙動を再現する陽的手法を提案し，
数値計算例を通して，その性能を評価している．この手
法は，既存の離散化極限解析用のモデルである
RBSM[13][14]の考え方に基づく動的手法であることか
ら，他の方法と区別するため，動的陽解法 RBSM と称し
ている．こうして，崩壊の流動化に至るメカニズムを数
値シミュレーションにより再現し，エネルギー的検討を
行うことを，本研究では重要なテーマとしている． 
 
２． 運動方程式の定式化 
弾性問題の基礎方程式は以下で与えられる． 
 
 Ltõ+f +fã = 0 inä (1) 
 õ=D" inä  (2) 
 "=Lu inä  (3) 
 
ここで，u，，は，それぞれ，変位，ひずみ，応力ベ
クトルであり，D は構成行列，fは物体力を表している．
また，Lは微分作用素であり，ä は境界Ä= Äu [ Ätで
囲まれた領域，もしくは体積であり，以下の力学的・幾
何学的境界条件を満たしている． 
 
 T = T  on Ät  (4) 
 u= ñu on Äu   (5) 
 
ここで，Tは表面力で，T = n õであり，nは境界上の外
向き単位法線ベクトルである．また，上付の è は既知量
を表している．式(1) の Ltõ+f +fã = 0は慣性力で，以下の単位面
積当たりの慣性力を考慮すれば動的問題として扱えるこ
とを意味している． 
 
 fã = Äö
@2u
@t2
 (6) 
 
いま， Fig.1 に示すように，領域 ä  が閉境界 
Ä(e) := @ä(e)  で囲まれた M 個の部分領域 ä(e) öä 
から構成されているものとする． 
 
 
Fig.1 Sub-domain ä(e) and its boundary Ä(e) 
 
 
Fig.2 Boundary Ä<ab> between sub-domain ä(a) and ä(b) 
 
このとき，ハイブリッド型の仮想仕事の原理では，Fig.2
に示すように，隣接する２つの部分領域 ä(a)とä(b) の
共通の境界 Ä<ab> において，付帯条件 
 
 eu(a) = eu(b) on Ä<ab> (7) 
 
をLagrangeの未定乗数ïを用いて仮想仕事式に導入する
ことで以下のように与えられる． 
 
MX
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ここで，N は部分領域の共通の境界数を，éut = béu;évc
は仮想変位を表している． 
いま，部分領域毎に独立な変位場を以下のように仮定
する． 
 
 u(e) =N
(e)
d d
(e) +N(e)" "
(e) (9) 
 
ここで， は，部分領域 (e) 内の点 P における剛体変
位と剛体回転を表しており， は，部分領域内で一定
なひずみを表している． 
 一方，付帯条件の関係式(7)を離散化するにあたり，
Lagrange の未定乗数が物理的には表面力を意味するとい
う点を考慮し，境界Ä<ab>上のïを以下のように仮定す
る． 
 
 ï<ab> = kÅé<ab> (10) 
 
これらの関係を式(8) に代入すれば，最終的に，空間に関
して離散化された以下の運動方程式が得られる． 
 
 M °U +KU = P  (11) 
 
Uは全自由度を並べたベクトルで，上付の･･は時間に
関する２階の微分，すなわち加速度を示している．ただ
し，M;KおよびPは以下のとおりである． 
 
 M =
MX
e=1
M (e) (12) 
 K =
MX
e=1
K(e) +
NX
s=1
K<s> (13) 
 P =
MX
e=1
P (e) (14) 
 
３． 接触と破壊の条件 
（１）要素間作用力 
要素間作用力は，隣接する要素間に設けられたばねに
蓄えられるエネルギーを評価することで進められる．式
(11)を と で整理し，全体系で表すと次のようになる． 
 î
Mdd Md"
M "d M ""
ïö °d
°"
õ
+
î
Kdd Kd"
K"d K"" +D
ïö
d
"
õ
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ö
P d
P "
õ
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式(9)の変位場を剛体仮定すると，質量行列 Mddは， 
 
 
 
M dd = ö
264A 0 00 A 0
0 0 Ip
375  (16) 
 
となり，対角成分のみとなる．A は要素の面積，Ipは慣性
モーメントを表す． 
要素境界上の表面力を求めるにあたり，式(10)は，２次
元問題の場合， 
 
 
ö
ïn<ab>
ït<ab>
õ
=
î
kn 0
0 kt
ïö
én<ab>
ét<ab>
õ
 (17) 
 
と表される．ここで，k のばね定数について平面応力状
態にある場合は，以下のように定義される． 
 
 
kn =
E
(1Äó2)(h1 + h2)
kt =
E
(1 +ó)(h1 + h2)
9>=>;  (18) 
 
E は弾性係数， はポアソン比，h1，h2 は各要素の図心
から，該当境界辺に下した垂線の高さである． 
(1)
(3)
(2)
(4)
 
Fig.3 Element (1) and adjoining element 
 
いま，Fig.3 のように，要素(1)とそれに隣接する要素(2)
～(4)を例に式(15)を展開してみる．このとき，着目要素(1)
の境界辺に関する積分は(2)～(4)要素のみに関係し，その
他の要素とは連立方程式上の関連性はない．この例に対
する式の一部を示すと次のようになる． 
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  (19) 
 
ここで M(e)は要素毎に独立であるため，(1)番目の要素に
着目すると，以下の関係が得られる． 
 
 M (1) °d
(1)
= P
(1)
d Ä
ê
3k
(1;1)
dd d
(1) + k
(1;2)
dd d
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式(20)の関係は，運動方程式が要素単位で陽に計算できる
ことを意味し，次のように整理される． 
 
 M
(e) °d
(e)
= P
(e)
d Ä
I
Ä(e)
N
(e)
d t
(e) dÄ (21) 
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Fig.4 Resultant of surface contact forces 
 
いま，Fig.4 に示すように，着目要素と隣接要素が接続
状態にある場合は，各要素からの表面力総和により， 
 
 °u
(e) =
3X
e=1
f (e)x =m
(e)
 
 °v
(e) =
3X
e=1
f (e)y =m
(e)
 (22) 
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=
3X
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x + (xÄ xG)f
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とすることができる． 
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Fig.5 Resultant of point contact forces 
 
一方，DEM は点接触による接点力の合計で，要素毎に運
動方程式を解くので，Fig.5 を参照して以下のように表さ
れる． 
 
 M
(e) °d
(e)
= P
(e)
d Ä
nX
s=i
F
(e)
i  (23) 
 
式(21)の RBSM との違いを比較すると，結局のところ着
目要素境界周辺に作用している表面力の合計か，接点力
の合計か，のみの違いであることから，MFS 手法の発展
として，RBSM から DEM への展開も可能である． 
 
（２）接触判定と接触力 
要素運動により，境界や別の要素と衝突する場合，接
触有無の判定や接触力を算定しなければならない．DEM
の接触機構は点接触をベースとしているのに対し，
RBSM は面接触としていることから，接触判定には工夫
が必要である．本研究では，線分交差判定から接触判断
を行う手法を適用する． 
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Fig.6 Contact with the boundary wall 
 
いま，Fig.6 のように，ブロックが境界壁に接触する場
合を考える．交差判定で用いる点は，境界線上の点 1 と
点 2，そして，衝突するブロックの境界面上の点 p とそ
の位置更新後の点 m である．これらの点と点を結び，線
分 12 に対して，線分 pm を構成する点 p と m が，両側に
存在するときの交点 c を接触点として処理する．それぞ
れの点が直線に対して，どちら側にあるかは，Fig.7 を参
照して，以下の方程式を用いる． 
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  (24) 
ここで，以下の２つの条件 
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を満たす時は，接触状態にある． 
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Fig.7 Intersection coordinates 
 
交差座標 (xc, yc )は，各点から三角形 S1と S2をつくり，
その面積比から， 
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として，算定する． 
RBSM の場合，単位辺長さ当たりの接触力は，交点座
標からの貫入量に，ばね定数を乗じることで，以下のよ
うに求められる． 
 
 
ö
fbn
fbt
õ
=
î
kn 0
0 kt
ïö
én
ét
õ
 (28) 
 
相対変位は，  
 
 é<ab> = R
(a)
<ab>u^
(a) +R
(b)
<ab>u^
(b) =
2X
l=1
R
(l)
<ab>u^
(l)
 (29) 
 
となる．式(29)において，R(a)<ab> ; R
(b)
<ab>は，境界Ä<ab>に
対するそれぞれの要素から見た座標変換行列であり， 
 
 R
(a)
<ab> = ÄR
(b)
<ab> (30) 
 
となる関係にある．２次元問題の場合，部分領域ä(l)の
境界Ä<s>に関して，これは以下のように表される． 
 
 R
(l)
<s> =
î
l
(l)
<s> m
(l)
<s>
Äm
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<s> l
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ï
 (31) 
 
l
(l)
<s>;m
(l)
<s>は，着目した境界に対する方向余弦を表して
いる． 
ブロック同士が衝突する場合も，考え方は境界壁の場
合と何ら変わりはない．Fig.8 に示すように，ブロック A
から見たブロック B の表面，ブロック B から見たブロッ
ク A の表面をそれぞれの境界壁とみなして，式(24)～(28)
を適用する． 
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Fig.8 Contact with the other elements 
 
要素の回転が伴う問題では，Fig.9 に示すように，接触面
上に複数の積分点を分布配置して対応する．RBSM では，
複数の分布ばねを配置することで，面に対する接触圧を
力のつり合いを考慮して解析することができる[15]． 
 
Shear spring
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Friction slider
 
Fig.9 Piecewise discrete springs 
 
（３）破壊基準と摩擦条件 
RBSM は要素境界の表面力の仕事を用いてエネルギー
評価するため，摩擦力や粘着力を付加することは容易で
ある．摩擦条件としては，Fig.10 で示すように，モール
クーロンの破壊基準を与える． 
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Fig.10 Mohr-Coulomb yield criterion 
 
その場合の降伏関数fは， 
 
 f =ú2 Ä (cÄõn tanû)
2 = 0 (32) 
となる．cは粘着力，ûは内部摩擦角である． 
摩擦によるエネルギー損失として，せん断方向にスラ
イダーを設定する．ブロック表面に作用するせん断力が
降伏関数 fを超える場合，スライダーが摩擦抵抗力とし
て作用し，小さい場合はせん断ばねにより相対変位が固
定される．すなわち， 
 
 ú< õn tanû+ c   (せん断はね = ks) (33) 
 úïõn tanû+ c   (せん断はね = 0) (34) 
 
となる．こうした計算による結果を，荷重に重ね合わせ
ることで，すべりが表現されるようになる． 
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Fig.11 Release of insitu stress 
 
一方，引張破壊については，Fig.11 で示すように，引
張表面力が引張強度ftを超えた時点で，その境界面に保
持していた表面力を解放し，以後，ばね定数をゼロとし
て表面力の伝達が行われないようにする．すなわち，次
式に示す構成行列を用いる． 
 
 k =
î
0 0
0 0
ï
 (35) 
 
ひび割れ幅に応じて表面力の解放を行うこともできるが，
本研究では単純に全解放とすることで，変位の不連続性
を表現している． 
 
４． 時間積分法と解析フロー 
連続体における陽解法の時間積分としては，変位量を
直接求める中央差分法がよく用いられるが，離散体にお
いては，加速度を未知数とした時間積分のアプローチが
必要になる．そこで，式(22)を 
 
 °U
n+1
=MÄ1 ~P
n
 (36) 
 
と整理し，時間増分Åtで積分すると， 
 
 _U
n+1
= _U
n
+ °U
n+1
Åt (37) 
 
と変位速度が求まる．さらに，時間増分Åtで積分すると， 
 
 U
n+1 =Un + _U
n+1
Åt (38) 
 
と変位量が求まる．ここで得られた変位量を，時刻tから，
時刻t+Åtの変位増分として， 
 
 x
n+1 = xn +Å ~un+1 (39) 
 
とし，これを各要素で繰り返すことにより，要素全体の
運動が表現される．こうしたアプローチは，蛙跳び法と
も呼ばれ，DEM で用いられている． 
以上，これまで記述してきた計算式を組み込み，時間
増分 に対しての繰り返し計算を行うプログラムを構築
する．Fig.12 は，プログラムの全体構造を把握するため，
解析フローを整理して記述したものである． 
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Fig.12 Flow chart of RBSM for an explicit dynamic method 
 
解析の流れとして，はじめに要素の形状や座標などの
初期要素位置を設定し，要素の物性値や拘束条件，時間
刻み，ばね定数，繰り返し計算回数などの計算条件を入
力する．次に，荷重条件として，物体力の他，衝撃荷重
や一定荷重などの外力と要素作用力を組み込み，陽解法
による運動方程式を要素単位に行い，要素位置を更新す
る．その際，まず要素の接触面に対して破壊判定を行い，
破壊基準を上回っている場合は，すべり計算を行い，要
素位置を更新する．また要素が接触状態にあるかどうか
について，線分交差により判定し，接触状態にある場合
は，貫入量にばね定数を乗じて接触力の計算を行い，要
素位置を更新する．こうした，一連の手続きを，繰り返
し行い，設定した計算回数まで達したら終了する． 
 
５． 動的陽解法 RBSMによる不連続体解析 
（１）衝突モデルにおける検証 
衝突問題における動的陽解法 RBSM の適用性を確認す
るため，単純ブロックモデルのケーススタディにより，
解の精度や安定性についての検証を行う． 
A100mm.
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Fig.13 Collision models (Collision with ground) 
 
まず，Fig.13 のように 100mm 角のブロックを任意高さ
から自由落下運動させ，地面に衝突させる．このときの
物体力として，重力加速度 9.80665m/s2を与え，跳躍運動
の解析結果と質点の運動方程式から導き出される理論解
とを比較する．解析で用いられる物性値を Table 1 に示す．
尚，ブロックが地面衝突した際のエネルギー損失がなく，
衝撃ひずみの影響も考慮しないものと仮定した． 
 
Table 1 Parameters of the collision model 
Parameter Value
Young’s modulus (MPa) 5,127
Poisson’s ratio 0.112
Density (kg/m
3
) 1,850
Time increment (s) 0.000005
 
 
固い材料の場合は発散しやすくなるが，解析結果は，
Fig.14 に示すとおり，いずれの高さから落下させても理
論解と合致し，解も安定していた． 
 
 
 
Fig.14 Height vs. time obtained analytically and numerically 
 
次に，要素と要素が衝突するモデルを検証した結果，
辺と辺が接触するモデルについては，地面衝突の場合と
同様，理論解と完全に一致したが， Fig.15(a)のような，
頂点と辺が接触するモデルについては，位相に若干ずれ
が生じため，Fig.15(b)の円要素モデルと比較した．尚，
Fig.15(a)の接触は Fig.9 に示す分布ばねとし，3 点の積分
点を配置した．その結果，Fig.16 のとおり，提案手法の
方が理論解に近く，解も安定していた．衝突付近の挙動
に着目すると，円要素モデルの方が，ブロックの角部へ
の接触判定が遅くなるため，貫入量が大きくなっていた． 
Height Height
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Fig.15 Collision models (Collision with blocks) 
 
Block surface 
 
Fig.16 Height vs. time obtained numerically for vertex-to-edge 
contact, and circular element. 
 
円要素を用いる DEM では，こうした問題への対処法と
して，要素サイズを小さくする，ランダムサイズにする
などの対策が取られている．また，オーバーラップ量の
局所的な増大による発散を防止するため，ばね定数と並
列に配置されるダッシュポットがダンパーの役割を果た
している．提案手法も分布ばねの積分点を増やすことで，
精度をコントロールできることから，実用上問題となら
ないようにすることができる． 
 
（２）滑動モデルにおける検証 
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Fig.17 Slip models (slope in a gravitational field) 
 
滑動問題は，Fig.17 のとおり，衝突問題と同じ物性値
の 100mm 角ブロックを任意傾斜角 θの斜面に置き，物体
力によって滑らせ，滑り始めてからの時間 t における滑
動量 δ を，運動方程式から導き出される理論解と比較し
た．傾斜角 θが 5°，15°，30°の場合のそれぞれの点 A
の解析結果を Fig.18 に示す．その結果，いずれの傾斜角
の解析解においても理論解とよく一致することが分かる． 
 Fig.18   Displacement vs. time obtained analytically and 
numerically for θ = 5º, 15º, and 30º 
 
斜面とブロック間に摩擦角を設定しても同様の結果が導
き出される．こうして，衝突と滑動か生じる動的解析へ
の適用性を確認することができた． 
 
（３）斜面安定解析への適用 
これまでは単純ブロックによるアルゴリズムの確認が
中心だったが，本解析では Fig.19 のように，実際の斜面
形状に近いモデルを想定し，傾斜角が刻々と変化する場
合の複数ブロックによる破壊挙動を考察する．この解析
で用いられた物性値を Table 2 に示す． 
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Fig.19 Landslide model 
 
Table 2  Parameters of the landslide model 
Parameter Value
Young’s modulus (MPa) 200
Poisson’s ratio 0.2
Unit weight (kN/m
3
) 25
Time increment (s) 0.003
Friction angle 30°
Cohesion of joint (MPa) 0.0
Tensile strength of joint (MPa) 0.0
 
 
こうした斜面安定解析では，すべりと同時に要素間の接
触などを伴うため，理論解を示すことは難しい．そこで
解の精度は，簡便法により算出される全体安全率と，動
的陽解法 RBSM の想定すべり面に接する要素表面力の総
和から算出される安全率を比較し，検証する． 
Table 3  Factor of Safety (Landslide model) 
Shear Stress Normal Stress Factor of Safety
(kN/m) (kN/m)
Present method
(RBSM)
217 271 0.72
Limit equilibrium analysis
(FELLENIUS)
231 253 0.63
 
 
Table 3 に比較結果を示すと，簡便法によって算出され
た安全率は，提案手法に比べ低い結果となった．これは，
簡便法がすべり面に鉛直に作用する力に対してのつり合
い式のみを考慮するのに対して，提案手法は，鉛直力に
加え，隣接要素間に作用する応力も計算するためである．
提案手法のメリットは，こうした極限解析が行えるだけ
でなく，Fig.20 のように，破壊の進行過程を視覚的に把
握できることである． 
 
Fig.20 Result of RBSM (Crack grew, and blocks of the slope 
were sliding off) 
 
こうして，表面力から算出されるエネルギーから安全率
が算出できること，また逐次的に進展してゆく崩壊挙動
を再現することにより，MFS への対応性を確認した． 
 
（４）複合すべり問題への応用 
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Fig.21 Complex landslide model 
 
最後に，複合すべりを想定した解析モデルによる安定
解析を行う．複合すべりは，すべり面を想定することが
困難なため，簡便法の適用が難しい．現状では，複数の
すべり面を仮定し，最小安全率を検索する手法などが提
案されている．そこで，Fig.21 のモデルにおいて，斜面
全体の安全率の他，末端すべりを想定した A パターン，
平面すべりを想定した B パターンの安全率を簡便法によ
り推計し，提案手法との比較を行った．この解析で用い
られた物性値を Table 4 に示す． 
 
Table 4  Parameters of the complex landslide model 
Parameter Value
Young’s modulus (MPa) 250
Poisson’s ratio 0.3
Unit weight (kN/m
3
) 20
Time increment (s) 0.002
Friction angle 30°,  (B = 25°)
Cohesion of joint (MPa) 0.005
Tensile strength of joint (MPa) 0.005
 
 
比較結果を Table 5 に示すと，簡便法の斜面全体の解析で
Fs＝1.0 以上で，安定している斜面なったが，提案手法の
解析結果は Fs＝0.98 となった．動的挙動を確認すると
Fig.22 に示すように，最初に動く初期すべり線が①，続
いて破壊される複合すべり線が②，③となり，末端すべ
りと平面すべりが連鎖的に発生していた．このように，
本研究によって定性的ではあるが，逐次的崩壊パターン
を説明できる結果が得られた． 
 
Table 5  Factor of Safety (Complex landslide model) 
解析ケース 安全率
提案法　 (動的陽解法RBSM) 0.98
簡便法（1） 斜面全体すべり想定 1.00
簡便法（2） 末端すべり想定　(Aパターン) 0.79
簡便法（3） 平面すべり想定　(Bパターン) 1.02
 
 
初期すべり線
複合すべり線
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Fig.22 Compounded slip surface 
 
６． 結論 
本研究では，統一化された定式化 のもと，連続体から
メカニズムを経て不連続体を形成する地盤や構造物の崩
壊過程を，横断的に解析するマルチステージ破壊シミュ
レーション手法の中核をなす HPM を元にした動的陽解
法 RBSM を提案し，その適用性を示すことができた． 
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